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Procesos estocasticos

Un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias
indexadas por un indice t, que normalmente sera el tiempo

A {x(t) teQ} X(t) puede ser un vector
O un escalar

/\/ t puede tomar valores
1 t continuos o discretos kT

Un proceso estocastico discreto {x(t;), x(t,), ... X(ty)} viene caracterizado
por la probabilidad conjunta: p( 6., 0,, ..., 0, t;,t,,...ty) que da la
probabilidad de que x en t; tome el valor 6, < X <6, + db,
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Procesos estocasticos

X .
{x(®) teQ} Pueden caracterizarse por una
serie de parametros

/\/ probabilisticos
: L

E{x(t)! = j xp (X (t))dx

var{x(t)} = j [x = E{x(®} p(x(t))dx

—00

Etc.
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Procesos estocasticos estacionarios

. estacionario
Un proceso estocastico es
No estacionario en sentido estricto
estacionario ‘ cuando:

p(x(t,),....., X(ty)) = pX(t, +1),....0, X(ty +71)) Vt,1eQ,

En particular: p(x(t))=p(x(t+7))=p(x) es independiente de t, por tanto:

E{x(t)} = j xp(x(t))dx = j xp(x)dx = E{x} = constante
p(x(t,),x(t,)) =px(t, +1),xX(t, +1)) = pX(t+1),Xx(t)) dependedetnodet
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Procesos estacionarios ergodicos

’ Un proceso estacionario es
\W ergodico si su valor esperado
B IRt e iguala al valor medio temporal
E{x}= Pl jx(t)dt
T—)oo
t
X de forma que se obtiene el mismo

\M[\/ valor de E{x} calculando la media
temporal de una realizacion (o
experimento de medida de x) de

t Infinitos valores que con muchos

hipotéticos experimentos en un

, instante de tiempo t
Se supondra que el proceso es

ergodico
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Series temporales

X
X(0),x(T),x(2T),....,Xx((N=DT)

bl

0T 5 s

Realizacion de un proceso estocastico {x;}
Caracterizacion estadistica: X
4 1 N-1
Media X< EDgE —2) 7 > % .
Varianza o‘ = E{(X—X)Z}z 2 . —X)*
N-11% O 7
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Distribuciones

X

Frecuencia .
Distribucion 1
uniforme en L e e PP i
mHH [a’b] O‘_"_ _______________ -y
e e P ¥y O
Frecuencia Distribucion
normal -
~(x=x)°
1ﬁe i e e ol B o
HH e) 27[ "_'_'_'_'_‘_"é_'_'_'_'_'_',_"""é'""""""'*;""'E
O T 2T..

Funcion densidad de probabilidad
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Correlaciones

Xl Rt S el N e t
~ate X
pe k=2 Dada una serie temporal X ,
_ ¢Como influye el valor que toma x
Formar parejas (X, Xe.) Y en el instante t sobre el valor que
representarlas graficamente para va a tomar en t+kT?

estudiar las posible dependencias

Xk —X Xk —X Xtk —X
@
(0} ® (0} 2 % (©)
(0} (0} @ O ® ‘0
(0} (0} (&} e o
) " Xt_X o" 4 Xt_X 'o' Xt_X
(&}
° ° Dependencia 5
parcial

No hay dependencia Cesar de Prada ISA-UVA Dependencia completa



Autocovarianza

Xt+k X
AP ¢Como medir el grado de dependencia?
@ © ®
Q
ole X, —X Se puede usar el valor medio de los
() : o
s cuadrados de las desviaciones sobre la
recta de regresion m(x; — X)

(X =X) =M(x, = X)) = EfXeoi = X[ f+ M*E{x, = X[ |- 2mE{(X,., —X)(X, = X)} =
= 67 (L+m?) = 2mE{(X,., —X)(X, - X)}

Las desviaciones seran pequefias si el término E{(x,,, —X)(X, —X)} es grande

—k-1

Z t+k _X)(Xt _X)

. 178
Autocovarianza de x R, (K) = E{(x.., —X)(X, —X)} = e
t=0
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Propledades de R, (k)

R, (K) = E{(X, ~X)(X, ~ )}

—k-1

* 5 20 =106 %)

L R(0) = E{(x, - X)(x, = X)} =

2 La maxima dependencia de Xx; es sobre x, luego el maximo de R, (k)
esta en R,(0)

3 La dependencia de X, del valor x, es la misma que la dependencia de
X, sobre x,, , luego R, (k) es simétrica respecto a k: R (k)= R,(-k)

4 Si k crece, la dependencia de x,,, del valor x; es cada vez menor,

luego: R,(©) > 0
¥ P R0

Coeficiente de autocorrelacion

ottt (k) adimensional, 5 o
X

de modulo <1
Cesar de Prada ISA-UVA
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Ejemplos
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Estimadores

Si hubiéramos tomado otros datos del mismo proceso estocastico {x}
los resultados de aplicar la formula de estimacion de R, (k) hubieran sido
similares pero diferentes. De hecho un estimador de una variable
estocastica. Por tanto los de la media, varianza, autocovarianza, etc. son
variables estocasticas que tienen su distribucion, etc. y una serie de
propiedades que pueden estudiarse.

—k-1

Z t+k _X)(Xt _X)

R0 = Efixe =000, 0} = 3

Cesar de Prada ISA-UVA
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Propledades de un estimador

frecuencia
No sesgada,

Sesg0 /Pelarzacion eficente /\
n » 9
Consistencia

Verdadero
EfICIeﬂCIa sesgada, valgpde o
eficiente /\

0 estimador de una -
variable estocastica

0, verdadero valor de 6 No sesgada,

Consistencia: !Lfg 0=0,

No sesgo: E{0}=0,
Cesar de Prada ISA-UVA




Estimadores

z
s

Estimador eficiente, consistente, no polarizado.
; (para distribuciones normales de varianza c?).

Z |~
T

Las estimas estan distribuidas con una
distribucion normal de varianza ¢2/N en torno
al verdadero valor (luego al aumentar N
mejora la estimacion)

15y | x=2%'x, +1.96-2  (95%)
N t frecuencia Il .
t=0 Distribucion t

N
. . L IECE G de N-1
\ ) (i + EELT .
| /k § N 2 _tN‘lﬁ/N grados de

libertad

|
| :
' : \ Bandas de confianza en las que el

E{x} verdadero valor debe estar incluido
con una cierta probabilidad

Cesar de Prada ISA-UVA 16



Estimadores

o E{ ¢ 2} 5 = ,  Estimador eficiente, consistente,
¢" =E{(X=X%)"s~ N-1% (X =X) no polarizado. (para distribuciones
normales de varianza ¢?).
(N -1)6° | Las estimas estan distribuidas de
i e frecuencia modo que (N=1)5

| tiene una distribucion chi-cuadrado y?
‘ con N-1 grados de libertad

L S R

22T (v/2)

v-2
2

N | X

v grados de libertad
Cesar de Prada ISA-UVA 17



Estimadores

Estimador eficiente
polarizado

Ry (K) = E{(X . —X)(X, = X)} ~

~ > (X, =X)0%, X)

Bandas de confianza, dentro, R,(k) no
es significativamente distinto de cero

Estimador no eficiente,
no polarizado

Ry (K) = E{(Xt+k —X)(X, —X)} R

l N-k-1

ok 2 KR =)

~Y
~Y

Cesar de Prada ISA-UVA
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Estimadores

Estimador eficiente

polarizado
R (k)= E{(X,p =X) (X, —X)} =
Z(XHK X)(X _X)

o, (k) = Rxlk)

Bandas de confianza, dentro, p, (k) no
es significativamente distinto de cero

El coeficiente de autocorrelacion es significativamente diferente de
cero con un nivel de significacion o si

Cesar de Prada ISA-UVA 19



Bandas de confilanza

Si p (k) =0 para k >d

entonces
1 d-1
var(p, (k)) = |\|{1+ Zsz (i)z} k>d
=1

El intervalo de confianza del 95% de que
el coeficiente de autocorrelacion sera
cero para k > d es:

-2 /var(p, (k), 2. /var(p, (K)]

Cesar de Prada ISA-UVA
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Correlacion cruzada

) ¢Como influye el valor que la variable u
toma en el instante t sobre el valor que la
variable y toma en el instante t+k ?

y U U e U e

t YorYir Yo Yo Y n-21 YN
p.e. k=2
- ¥t+k - Y 7Y Formar parejas (U, , Vi)
1 T o i, % y representarlas

°o o ° : graficamente para
o . QUL R larver A L e estudiar posibles

y . . Dependencia  dependencias

parcial

No hay dependencia Cesar de Prada ISA-UVA 21



Covarianza Cruzada

Yoz Y
‘Hi' ° ¢Como medir el grado de dependencia?
(C| ° X
a2 u,—ua Se puede usar el valor medio de los
- cuadrados de las desviaciones sobre la
recta de regresion m(u; — u)

ELY o~ Y)~M(U, ~0)] = EYYeoe = VI J+ m?EQu, U - 2ME{(y,, ~ Y)(U, ~U)} =
o cSy iy m G, _2mE{(yt+k _y)(ut _U)}

Las desviaciones seran pequefias si el término E{(y,,, —y)(u, —U)} es grande

—k-1

Covarianza 17X y 04
i > (Yo — YU, —1)
t=0

Cruzada de ue y Ruy(k) E{(yt+k y)(u i U)

Cesar de Prada ISA-UVA 22



Propledades de R, (K)

k=8

Z Yk _y)(ut _U)

R = El(y1. -9, -0} 1 3

La misma influencia tiene u, sobre y,,, que y,., sobre u, por tanto:

Ryy(K) = Ry (-k)
Cuando k— <o la Influencia decrece a cero, luego R, () =0

R, (K _ :
Coeficiente de correlacién cruzada Py (K) = y (K) adimensional
G,0,
1 k-1 N-k-1
N 2=y =) Nk 2V ) -0)
t=0
Estimador eficiente Estimador no

Cesar de Prada I1SA-Uva Polarizado 23
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Componentes de frecuencia de

una senal
y, S
~ /M = "'
& AV L IF o C e Calp]
5 B g t
I
f(t) = 2—1n IF((D)ej“’tda) ekt = cos(wt) + jsen(ot) senos

F(w) = amplitud de la componente de frecuencia ® = j f(t)e “'dt

—00

B0y Transformada de Fourier
Espectro de frecuencias

®©  de lasefial

Cesar de Prada ISA-UVA 26




Analisis espectral

Para que exista la transformada de Fourier de una senal f(t) esta

ha de verificar: {
I_ f(7)dt <o

Una senal estocastica no verificara esta f(t)

condicion por lo que el analisis en /\ Al
frecuencia ha de hacerse con otras AV »

herramientas.

Se define el espectro de potencia de una senal x(t) como la transformada
de Fourier de su autocovarianza.

D (o) = T R, (t)e”dt

Cesar de Prada ISA-UVA 27



ESpectro de potencia

D (o) = T R, (t)e dt

E{X()? = EX(@)X(0) | = { [ (x(v) = x)e " dv j (x(t)— x)e‘“’tdt}

F E{T ]o(x(v) —X)(x(t) —x)ej‘”(”)dvdt} = j j E {(x(v) = X)(x(t) = x) e Odydt =

—00—00

o0 O

= [ [R(v-t)e ™ dvdt  v-t=1 dv=dr
¥ -3 1 2
- ) : ®,(0) = E{X(@)’

j R, (1) drdt = j R, (t)e " dr j dt =@ (0)2n
Como la potencia asociada a una sefal es proporcional al cuadrado de la misma,
el espectro de potencia es proporcional a la potencia asociada a cada frecuencia

Cesar de Prada ISA-UVA 28



Energia de una senal

En general, la potencia asociada a una sefial es proporcional al cuadrado de
la misma.

I°’R 1mv2 .....
2
f(t)
/m " W
3 7 TP
: s t
+ .

Si la amplitud de cada componente de frecuencia de la sefial
es F(w), el principio de conservacion de la energia lleva a:

T 2 1 % Igualdad de
J‘ x(t)"dt = 2 j D, (w)do Parserval

Cesar de Prada ISA-UVA 29



Espectro de potencia

(DX ((D) - jRX (T)e_jdeT TranSformada Rx (T) o i Iq)x ((D)ejoardm
o inversa = 200

1 o0
Vo
R.(0)=05 = ZTCJ;O(DX((D)d(o

1 Por ser una medida de la

2
D, (w) = o EﬂX(m)\ } potencia de una sefial: L

R, (t)e” " =R (1)(cos ot — jsenwr) Al integrar entre - e o :
R, (—1)cos(—mt) =R, (1) cos(mt) R, (—1)sen(-wt) = -R, (t)sen(wt)

D (o) = IRX(r) cos(wrt)dt es una funcion real, tambien: @ (®)=, (-w)

Cesar de Prada ISA-UVA 30



Ruido blanco

Senal aleatoria en la que sus valores en un instante t son

Independientes del valor que han tomado en instantes anteriores.

R(K)=0 k=0 A
52
®,(0) = [R,()e ™ dr =R, (0) = o; "

()

Su espectro de potencia es

constante al igual que el de

la luz blanca en gque todas

las frecuencias tienen igual E

DESO Cesar de Prada ISA-UVA
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Espectro de potencia cruzado

Espectro de
potencia cruzado

O, (o) = JR 7 (t)e *"dr

Com_q R,y(7) no es una funcion par, en general @, () sera una
funcion compleja de ®

D, (0) = j R, (Dede= [R,, (<r)e™de ~ v=Ct dv=—th

D, (0) =— [R,, (Ve dv= [R, (v)e!dv =D, (0)  |D, ()=} (o)

También:

1
O (o)=—E
uy( ) bR

U (@)Y()]

Cesar de Prada ISA-UVA 32



Espectro de una serie temporal

En el caso de una serie temporal de periodo T, debe usarse la
transformada de Fourier discreta

cI)x ((D) 7 Z Rx (n)e—jwnT CI)uy ((D) = Z R 1)Y (n)e—jwnT

Como el numero de muestras es finito, debe hacerse una estimacion

Periodograma:

A N-1 —j@nk 1 N-1-n
D, (ko,) = ZRX(n)e 2 R, (n)=— thmxt
n=—(N-1) N 5
Donde X(kwg) es la transformada & (ko) = i‘X(koo )‘2
discreta de Fourier de la serie temporal RN .
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Modelos ARMA

Un ruido blanco contiene todas las
frecuencias con la misma amplitud

w Una sefal cualquiera se puede
caracterizar por su espectro de
potencia

Puede generarse una sefal filtrando
adecuadamente un ruido blanco

0

CI)X
e X

—» Filtro digital |——

Cesar de Prada ISA-UVA

35




Modelos ARMA

El proceso estocastico x(t) se genera
-~ e(t) filtrando el ruido blanco e(t) de
D(q™) media nula y varianza 2 con una
funcion de transferencia C/D

ARMA AutoRegresive Moving Average
X(t) =-dx(t-1)-d,x(t—-2)—....—d x(t—n)+e(t)+ce(t—-1) +...+c_ e(t—m)

SiC(@") =1 proceso AR x(t) = —d,x(t—1) —d,x(t—2) —....—d_x(t—n) +e(t)
Autorregresivo

SiD(g") =1 proceso MA (1) =g(t)+c,e(t—1) +....+C,_e(t—m)
de media movil

Cesar de Prada ISA-UVA 36



Procesos estacionarios

Un proceso estacionario es aquel que tiene media constante

_C@) _elC@’) .l _Ca)
X(t) = D(q‘l)e(t) = E{X()}= E{D(ql)e(t)} = o) Ele(t)}

Dado que E{e(t)} es cte.=0, la dinamica del valor esperado de x(t)
viene determinada por los polos del modelo ARMA

Si las raices de D(g) = 0 estan dentro del circulo unidad el proceso x(t)
sera estacionario

Si alguna raiz de D(g) = 0 esta sobre el circulo unidad, el proceso x(t)
sera no estacionario y sus valores no estaran distribuidos en torno a un
valor constante

Procesos con alguna raiz de D(q) = 0 fuera del circulo unidad, no son
representativos de senales reales que no evolucionan a +ow

Cesar de Prada ISA-UVA
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Procesos no estacionarios

Estaran representados por un * C(q™)
modelo ARIMA del tipo X(t) = 1-9)*D, (@) e(t)

Puede obtenerse un proceso ARMA a partir de uno ARIMA por
diferenciacion:

_ C@@)) A £ ey Oty )
(0= ) e S0 = A= (=0 () - S
0= o # S0 =V =00 - S e

Cesar de Prada ISA-UVA



oES {X(t)} estacionario?

C(q™)

=507

e(t)

D(q)x(t) =C(a)e(t)

D(q")x(t)x(t+k) = C(q)e(t)x(t +k)
E{D(qH)x(D)x(t+ k)| = E{C(@ ™ )e(t)x(t+k)}
D(g )R, (k) =C(q )R, (k)
X(t) =-dx(t-1)-d,x(t-2)—....—d _x(t—n) +e(t) +ce(t—-1)+....+c_e(t—m)

X(t) no depende de e(t-m-j) para j > 0O, luego R, (k) = O para k>m

Ecuacion de Yule-Walker

D(g )R, (k) =0

k>m

Cesar de Prada ISA-UVA
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¢ES {X(t)} estacionario?

Si el proceso ARMA es estacionario,

w(t) = @) ¢

D(g ) entonces las raices de D(g) = 0 estan
dentro del circulo unidad
D(q‘l)RX(k):O K>m Rx(k):D(l_l)O =R, (k)>0 k—>ow
Q

Si el proceso es estacionario, a partir de un k, el coeficiente de
autocorrelacion tendera a cero. Si no lo es, presentara una componente
oscilatoria que no se anulara con k crecientes.

Proceso no
Px s aEL Px estacionario
estacionario
k k
Cesar de Prada ISA-UVA 40




Ejemplo

X(t) = - 0 Proceso no estacionario

1-97)@-0.997")

a0 100 1580 200 280 300
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ldentificacion de procesos AR

Si un proceso es Autoregresivo (AR) X(t) = D(q ") e(t)

entonces C(g?) =1y por la

ecuacion de Yule-Walker se verifica: D(q*)p, (k) =0 k>0
p (kK)=-d,p, (k-1)—d,p, (k—2)—...——d p,(k—=n) k>0

Funciones de correlacion parcial
Si n fuera igual a 1 se cumpliria: p, () =-d;p,(0)=-d,;, =d,=p,1)

Si n fuera igual a 2 se cumpliria:
“e — Py (1)(1_px(2))

p, (D) =-d,p, (0)—d,p, (-1) =-d;, —d,,p, (1)} 2 1-p, (1)2
P« (2) =—dy,p, (1) —dyp, (0) =—dp,p, (1) —d,, B 5 B
¢ 1_px (1)2

Cesar de Prada ISA-UVA 42




Funcion de autocorrelacion parcial d;.

Del mismo modo si n=3 se obtendrian d,;, d,s, dag

En general para n=j los términos d; pueden obtenerse mediante el
algoritmo de Levinson-Durbin:

d

j
px(j+1)+zdi,jpx (J+1—I)
=l

AR = i di,j+1 7 di,j + dj+1,j+1dj+l—i,j 1=12,..]
1% Zdi,jpx (I)
i1

dj
La funcion de autocorrelacion parcial es
una representacion de los terminos d;

‘ en funcion de j
1 =2

Cesar de Prada ISA-UVA
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Funcion de autocorrelacion parcial d;

d.
. Si un proceso AR es de orden n, su
funcion de autocorrelacion parcial
‘ ‘ presentara valores distintos de cero
o [ hasta j=n y un corte brusco a partir de
ud e S0 este valor, pues d, ., 1.1 S€ra cero
Py (k) 7 _dlnpx (k_l)_d2npx(k_2)_"'__dnnpx(k_n) k>0

Identificacion;

A partir de los coeficientes de autocorrelacion, puede calcularse la
funcion de correlacion parcial d; y estimar a partir de ella el valor de n.

El algoritmo de Levinson-Durbin nos proporciona luego los valores de
los coeficientes d,, del modelo AR del proceso

Cesar de Prada ISA-UVA 44



Ejemplo

(t) = 1_ O 9 ] &(t) Proceso estacionario AR

x

1 ” Im ! |
' | \l”
i

” W\‘f ||| ”( ” LH\L h {| || H‘ ‘\! “ .J‘fllk‘lll \\ w‘

| l‘} \ IN‘

Senal x(t) Coeficiente de

autocorrelacion de x(t)
Cesar de Prada ISA-UVA 45



Ejemplo

1

X(1) = t ' '
(t) 1_0.9q_1 &(t) Proceso estacionario AR

La funcion de autocorrelacion
parcial d; presenta un salto
brusco a partir de n=1, luego
el proceso podria modelarse
por como un proceso AR con
n=1. Ademas d,,=-0.87
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Modelos de procesos

Modelo de las
perturbaciones

v
u Modelo de la ,
g ay g
> parte N ¥
Variables determinista Variables
manipuladas controladas

y(®) = Y h(u(t—)) +v(t)
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Modelos Box-Jenkins

y(t) =

B(Q™)
A(Q™)

C(a™)
D(g ™)

u(t) + &(t)

&(t) ruido blanco de media nula

Modelo CARMA o ARMAX Controlled ARMA, ARMA con variable exégena

y(t) =

B(q™)
A(Q™)

C(q™)

u(t) +
u(t) + AGQY)

&(t)

&(t) ruido blanco de media nula

Modelo CARIMA  Controlled ARIMA perturbacion no estacionaria

A )y(t) =B(g)u(t) +

C(a™)
(1-97)

&(t)

E(t) ruido blanco de media nula

Cesar de Prada ISA-UVA
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DRBS

Los ruidos blancos tienen un papel muy importante en el analisis y
modelado de los procesos estocasticos. Pero no son faciles de generar. A
menudo se utilizan sefales que son aproximaciones de ruidos blancos y
gue tienen caracteristicas estadisticas similares.

DRBS Discrete Random Binary Signal v 3

Sefal que conmuta entre dos Ry,
valores con una determinada
probabilidad

1 DarvaloressO<a<1l1, x=V,

o AR

2 r = random uniformemente k
distribuido en [0 ,1]

3Si (r>a ) entonces x = -x

4 volver a 2 Cesar. de Prada ISA-UVA



PRBS

PRBS Pseudo Random Binary Signal

Registro de desplazamiento X
de N digitos Y b
>l g t

v

Pulsos de l l
reloj E-OR @
|

V2
Exclusive 1©1=000=0 | /\ k

v X

OR 100=0®1 =1 — /7

La secuencia se repite cada 2N -1 valores

Cesar de Prada ISA-UVA 510)
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