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Control de procesos por computador
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Las señales que recibe y procesa el ordenador son de naturaleza 
distinta: digitales y solo cambian en ciertos instantes de tiempo



Señales
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ZOH
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Vista del proceso desde el ordenador



Control digital

•En los sistemas discretos, todas las señales son secuencias de 
números,; Es decir, e{k}, que pueden cambiar los valores 
solamente en los instantes de muestreo, tk=kT ((k=0,1,2..)

•En el controlador digital, la secuencia de control uk = u(kT)
se calcula normalmente por una ecuación de recurrencia ó ecuación 
en diferencias que usa los valores almacenados del control previo y 
muestras del sensor o error anteriores y actual

Ejemplo: 
u(k) = -a1 u(k-1)-a2u(k-1)...-anu(k-n)+b0e(k)+ b1e(k-1)+...+ bme(k-m)

•En el proceso las señales son continuas



Ejemplo de PID digital
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Modelos de procesos muestreados

Proceso
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Necesidad de modelos que relacionen y(kT) e u(kT)



Modelado. Recordatorio
Conservación de masa

Acumulación=
flujo entrada q - flujo salida F

m masa en el depósito
A sección del depósito
ρ densidad,   k constante

Ecuación diferencial 
no-lineal
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hdA

hkuF       hAm

         Fq
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Ecuación 
algebraica
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Modelos linealizados

Aproximaciones lineales de las ecuaciones 
no-lineales

Mas fáciles de manipular matemáticamente 
pero su rango de validez es mas limitado

hkq
td
hdA −= hq

td
hdA ∆α−∆β=∆



Linealización

Desarrollo en serie de Taylor sobre un punto de 
operación u0, y0, z0, ….
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Modelo Linealizado del  Depósito

Ecuación diferencial lineal
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Modelos en variables de estado
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Modelos en variables de estado

DuCxy

BuAx
td
xd
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x  variables de estado:  
conocido su valor en el instante 
inicial y los valores de u(t) a lo 
largo del tiempo, puede 
determinarse el valor de las 
salidas a lo largo del tiempo
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Matriz de transición de estados
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Motor CC
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θ Angulo girado

Modelo lineal



Modelo en variables de estado
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Condiciones iniciales

[ ] ( ) 







ω
θ

=θ






















−+








ω
θ














−

−=







ω
θ

01

T
V

J
1

RJ
k

00
)

J
f

RJ
kk(0
10

121




[ ] ( ) 







ω
θ

=θ






















−+








ω
θ














−

−=







ω
θ

0

0
0

0

0
1

0

0
21

0

0

01

T
V

J
1

RJ
k

00
)

J
f

RJ
kk(0
10





[ ] ( ) 







ω∆
θ∆

=θ









∆
∆














−+








ω∆
θ∆














−

−=







ω∆
θ∆

01

T
V

J
1

RJ
k

00
)

J
f

RJ
kk(0
10

121




Condiciones iniciales 
no necesariamente 
nulas

Particularizando en un 
punto de operación

Modelo de perturbación 
con condiciones 
iniciales nulas

Restando:



Modelo discretizado

u(t)

y(t)
Ordenador D/A
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Encontrar un modelo y(kT) = f( u(kT) )  tal que y(kT) = y(t) en 
los instantes de muestreo



Modelo discretizado
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Tomando como tiempos de inicio y final 
los instantes kT y (k+1)T de un periodo 
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Modelo discretizado
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Modelo discretizado
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(Partiendo del mismo estado inicial y 
aplicando las mismas entradas)

Ecuación en diferenciasMatlab  c2d
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Modelo discretizado
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Ejemplo: Depósito
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Si ∆q = 0:



Ejemplo: Depósito
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Ejemplo: Motor
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Ejemplo: Motor
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Ejemplo: Motor















−
α

+
α

−
α
β

=τ








β
α−β

=Γ









β

τ






 α−
=τ=Γ







 α−
==Φ

α−

α−

ατ−

ατ−

ατ−

ατ−
τ

α−

α−

∫

∫∫

T

T
T

0

T

0

T

0

A
T

T
AT

e1

e1Td
e

)e1(

0
d

e0
e11

Bde
e0
e11

e

Para α = 5.108  β = 500  y  T =0.1

[ ] ( ) 







ω
θ

=θ









+








ω
θ









=








+ω
+θ

)1.0k(
)1.0k(

01)1.0k(

)1.0k(V
154.39
123.2

)1.0k(
)1.0k(

6.00
078.01

)1.0)1k((
)1.0)1k((



Un proceso con retardo (de 
transporte)
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Suponiendo ρ, ce ctes.

u: señal en tanto por uno



Mezcla con retardo
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Mezcla con retardo
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la entrada



Retardo a la salida
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Retardos
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=
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es un multiplo, del periodo 
de muestreo T
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Retardos

u(t)
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Caso en que el retardo dT 
es un multiplo, del periodo 
de muestreo T

)T)dk((u)kT(x)T)1k((x

)T)dk((Bude)kT(xe)T)1k((x

dd,T)1k(
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Notación

Bdee
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τ

)k(Cx)k(y
)k(u)k(x)1k(x
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Γ+Φ=+ k se refiere al primer, 

segundo, tercer, etc. 
periodo de muestreo

Por simplicidad:



Ejemplo: Mezcla
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Para q=4 l/min, V=10 l, Tc=60ºC, 
Tf=10ºC, vol=4 l, periodo = 0.5 min.



Retardo no múltipo de T
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Modelo de variables de estado

)k(Cx)k(y
)k(u)k(x)1k(x

=
Γ+Φ=+ El modelo no es único: 

Existen múltiples modelos 
equivalentes entrada-salida
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La de menor dimensión se 
denomina realización 
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Representaciones equivalentes

)k(Cx)k(y
)k(u)k(x)1k(x

=
Γ+Φ=+

)k(zPx(k)
invertible  P)k(Px)k(z

1-=

=

)k(zCP)k(y
)k(uP)k(zPP

)k(uP)k(xP)1k(Px)1k(z

1

1

−

−

=

Γ+Φ=

=Γ+Φ=+=+

[ ] [ ]
[ ] )k(zCP)k(y

)k(uP)k(zPP)1k(z
1

1

−

−

=

Γ+Φ=+



Propiedades

La ecuación característica  det[ λI-A ] = 0 es invariante en 
una representación equivalente
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Respuesta temporal
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)k(u)k(x)1k(x
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Γ+Φ=+ Condiciones iniciales: x(0)
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Respuesta impulsional pulsada
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Modelo respuesta impulso

t

h(k)

∑

∑

=

−

=

−=

=−+−++−+=

=−=

k

1j

1k

0i

)jk(u)j(h

)1k(u)1(h)2k(u)2(h...)1(u)1k(h)0(u)k(h

)i(u)ik(h)k(y

Como h(i) = 0 para i ≤ 0    y  para 
condiciones inociales nulas: u(i) = 0 
para i < 0 :

∑∑
∞

=

∞

=

−=−=
1j0i

)jk(u)j(h)i(u)ik(h)k(y

La salida es una combinación lineal de valores pasados de la entrada



Ejemplo: Depósito
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Ejemplo: Motor
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respuesta temporal 
en posición, desde 
el reposo, a los dos 
pulsos de tensión de 
entrada
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Ejemplo: Motor
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Respuesta salto
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Modelo de respuesta salto
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La salida es una combinación lineal de cambios de valores 
pasados de la entrada

1q1 −−=∆



Operador desplazamiento q-1
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Función de tranferencia pulsada
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Función de transferencia pulsada
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La salida es una combinación lineal de valores pasados de 
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Polos y Autovalores
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Ejemplo: Depósito
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Ejemplo: Motor
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Realización de FT

Dada la función de transferencia:
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Encontrar un modelo en variables de estado que sea 
equivalente entrada - salida
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Forma canonica observable
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Forma canonica controlable
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Ejemplo: Motor
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Observabilidad

)k(Cx)k(y
)k(u)k(x)1k(x

=
Γ+Φ=+ Es observable si a partir de 

medidas de la entrada y la 
salida en N instantes de 
tiempo se puede calcular el 
estado inicial x(0)
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Observabilidad

En forma matricial:
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La condición de 
existencia de solución 
para este sistema en las 
n componentes de x(0) 
es:
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Ejemplo
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Controlabilidad

)k(Cx)k(y
)k(u)k(x)1k(x

=
Γ+Φ=+ Es controlable si existe una 

secuencia finita de controles 
u(0), u(1),...,u(N) capaz de 
hacer evolucionar el sistema 
desde cualquier estado inicial 
x(0) a cualquier x(N) 
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Controlabilidad
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Condición de 
controlabilidad



Ejemplo
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Realización mínima

)kT(Cx)kT(y
)kT(u)kT(x)T)1k((x

=
Γ+Φ=+

Una realización que es completamente observable y 
completamente controlable se denomina realización mínima y 
corresponde a aquella realización equivalente entrada-salida de 
menor dimensión del estado



t  ↔ kT

Bdee
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?

Dado un modelo lineal discreto no siempre puede encontrarse un 
sistema lineal continuo equivalente, o puede que haya muchas 
soluciones. Procedimiento: resolver

Bdee
T

0

AAT ∫ τ=Γ=Φ τ
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