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' Transmisor

________________________________________________________________________

Las senales que recibe y procesa el ordenador son de naturaleza
distinta: digitales y solo cambian en ciertos instantes de tiempo
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La informacion en el ordenador se actualizacada T

unidades de tiempo (periodo de muestreo)
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y(t)
Proceso ———
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Proceso
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Ordenador —' —| D/A
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Ordenador — —{ ZOH
- u(t i
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Vista del proceso desde el ordenador

ZOH Zero Order Hold mantenedor de orden cero
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Control digital

*En los sistemas discretos, todas las sefiales son secuencias de
numeros,; Es decir, e{k}, que pueden cambiar los valores
solamente en los instantes de muestreo, t,=kT ((k=0,1,2..)

En el controlador digital, la secuencia de control u, = u(kT)

se calcula normalmente por una ecuacion de recurrencia 6 ecuacion
en diferencias que usa los valores almacenados del control previo y
muestras del sensor o error anteriores y actual

Ejemplo:
u(k) = -a; u(k-1)-a,u(k-1)...-a,u(k-n)+b,e(k)+ b,e(k-1)+...+ b_e(k-m)

*En el proceso las sefnales son continuas
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Ejemplo de PID digital

e(t) = w(0)~y(1)
1
u(t) = (e(t) +— =

je(r)dHT ﬁ PID continuo

u(kT) = Kp[e(kT) +?2e(iT)T L1, 8K ‘eT((k‘l)T)j

u(k-1T)=K [ (k-DT) +Tik22:e iT+T, ((k—l)T)}e((k—Z)T))

T, T 2T, )
u(kT) = u((k-1)T )+K( T)e(kT) K[?—? 1} (k-1) + ( je(k 7)

T T 2T, T
o) i) el

e(t) = w(t) —y(t) PID
u(t) = u(t—1) +gee(t) +g,e(t —1) + g,e(t - 2) digital
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~ Modelos de procesos muestreados

L
| t t
W / y(t)
— Ordenador — —| D/A > Proceso >
u(t)
KT
il AD — . O
YD | YO
h I { {
T

Necesidad de modelos que relacionen y(kT) e u(kT)
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Modelado. Recordatorio

l 9 Conservacion de masa
Acumulacion=
flujo entrada g - flujo salida F
h
dm
~ —qgp-F
‘ g _dp—Fp
F %—O% u m=Aph F=uk+h
ACCI!—T =q-ukvh @

m masa en el deposito
A seccion del deposito Ecuacion

: Ecuacion diferencial :
p densidad, k constante no-lineal algebraica



S&

Modelos linealizados

v Aproximaciones lineales de las ecuaciones
no-lineales

v Mas faciles de manipular matematicamente
pero su rango de validez es mas limitado

Ai‘"t]:q—kﬁ E— AddAth:BAq—ocAh
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|_Iinealizacion

Desarrollo en serie de Taylor sobre un punto de
operacion Uy, Yo, Zg, ----

f(u,y,z2)=0 f(uo’ymzo)zo

f(u,y,2) =1(Up,Y,.2 o)+

w u

)+

L—17Z,)+..
NS

of
Ay+
| 0z

8f Az=0)Au=u-u, Ay=y-y, Az=z-2,

0 0

Ecuacion lineal en las nuevas variables Au, Ay, Az
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Modelo Linealizado del Depdsito

l q A@—q+uk\m=0
dt
f(h,h,u,q)=0 N, Ny, Uy, G
of| . . of of of
—1 (h-h,)+— (h-h,)++— (U-u,)— (0—q,) =0
h ah 0( 0) 5h 0( 0) au 0( O)aq O(q qO)
F ‘ ﬁ =A q = Uok g :k\/fTO g —_—
%O‘* u 5h0 aul, 6q0

u,K
2,/h

Variables desviacion Ah+kyfhyAu - Ag =0

Ah=h - h,

0

AQ=Q-q, Ecuacion diferencial lineal
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F e

uk

YN

A=

B

C=1

Modelos en variables de estado

dt

“2ah,

dXZAX-I-BU
dt
y = CX

S&

dah _ugk o kyhg aus L ag
A A

B v)= L_ k;\/E i} Depende del punto de linealizacién
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Modelos en variables de estado

dx
dt

y =CX+

—— = Ax+BuU

Du

Solucion
analitica:

X variables de estado:
conocido su valor en el instante
Inicial y los valores de u(t) a lo
largo del tiempo, puede
determinarse el valor de las
salidas a lo largo del tiempo

t
X(t) = "X (t,) + [e* P Bu(r)dv
ty



Matriz de transicion de estados

t
X(t) =e*x(0) + [e**"Bu(r)dr
0

o(t) =e”  Matriz de transicion de estados

d(t) verifica %:Ad), »(0) =1
luego sd(s) — | = AD(s)

®(s) = (sl — A)* = () = L|(s1 - A) ]

o(t) =e™ =1+ At +%A2t2 SR

S&



Motor CC

R L
Jdm: KI-fo-T
dt

4o _
dt

®

j V=RIl+ LdI +K,®
L, dt
EXxcitacion

Independiente = Modelo lineal

V voltaje aplicado o Vvelocidad de giro T par externo

| corriente del rotor 6 Angulo girado K,o f.ce.m

S&
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do
V ok =fo—
=0 —f3 kA ol 0 -1 H Vg THelTfeT
i1 0 —k/L -R/LJ 1| (WL O do _
o - dt
) dl
0]=[1 0 0]w (;Iszx+Bu V:RI+Ldt+k2m
1 = CX
o1 (0 1 Yol (. 0 oYyvl 49 _ 11 0T
9}[0 (_k1k2f)]|:e:|+£k1 _1]{V} o=kl —fo-T
E RS oL@l (rRy TAT do_
] a) dt
_9]:(1 O)Lj Si L=0 V=RI+k,»
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Condiciones Iniclales

{9}8 Kk, f {9} ;?1 % {V} Condiciones iniciales
@ Ry TP el Ry TAT no necesariamente

0 nulas
)= o){ }

0
IR IR D A Particularizando en un
i) |0 CRy P e |7y T punto de operacién
- 0
0,]=(1 O)L)O} Restando:

0

A0 (O 1 A0 (O 0 av] | Modelo de perturbacion
_ —kk, f ko -1 .
Aol |10 —=—=-2) ]| Av R 7 LAT] con condiciones

} Iniclales nulas



Modelo discretizado

u(kT) u(t)
‘H -
t
-/,
Ordenador u(KT) D/A 0(0)
kT
y(kT) AD L.

S&

y(tz

Encontrar un modelo y(kT) = f( u(kT) ) tal que y(kT) =y(t) en

los Instantes de muestreo
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Modelo discretizado

dx t

qp = AXFBU x(t) = eMTx(t) + (e Bu(n)d
b

y =Cx+Du

Tomando como tiempos de inicio y final
los instantes KT y (k+1)T de un periodo
de muestreo:

(k+1)T

X((k+1)T) = e""x(KT) + j eADT-0)B(5)do
kT
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Modelo discretizado

L Durante un periodo de muestreo u(t) es
constante e igual a u(kT)

(k+1)T

x((k+1)T) =e*Tx(KT) + j eADT-0)B|)(5)do =
KT

(k+1)T

=eMTX(KT) +  [eA* 7)o Bu(KT)
kT

cambiodevariable: t=(k+1)T-o, dt=-do

x((k +1)T) (kT)u(kT)



dX:Ax+Bu

dt
y=Cx+Du

Matlab c2d

u(t)

y()
Y(KT)e W
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Modelo discretizado

x((k +1)T) = dx(KT) + Tu(kT)

. y(KT) = Cx(KT)

)
O = AT r:jeA‘drB
0

Ecuacion en diferencias

Para este tipo de entradas, el modelo
discretizado da los mismos valores en los
Instantes t = KT que el modelo continuo.
(Partiendo del mismo estado inicial y
aplicando las mismas entradas)
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Modelo discretizado

dX:Ax+Bu

dt
y=Cx+Du

Formulaciones
similares

—

x((k +1)T) = dx(KT) + Tu(kT)
y(KT) = Cx(KT)

)
O = AT r:jeA‘drB
0

x(KT) = Ox((k =) T) + Tu((k—1)T)
y(KT) = Cx(KT)

.
d =e' szeATdtB
0




Ejemplo: Deposito

STAG=0; x((k +1)T) = dX(KT) + Tu(kT)
dﬁ_thzwmmu y(KT) = Cx(KT)

T
Ah =1.Ah d=e" T'= je‘“dr B

0

;
O=e" TI'= je‘“dr B :E(e"‘T ~1)
0 04

AR((K+D)T) = e Ah(KT) + 2 (6T —1)Au(KT)
o

Modelo discretizado: Ecuacion en diferencias

S&
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Ejemplo: Deposito

SIAq=0: X((k+1)T) = ®X(KT) + T'u(kT)
dthh — aAh + BAU y(kT) = Cx(KT)
Ah =1.Ah Ah((k+1)T) = e AR(KT) + 2 (e°7 1) Au(KT)
oA

Si Ah((k +1)0.5) = 0.535Ah(K0.5) — 0.062Au(K0.5)
o =YK _ 105

2A\h, Modelo discretizado: Ecuacion en diferencias
B=— Vhy =-0.167

A

T=05




Ejemplo: Motor

a1 (0 1 0 0
ﬂ ) {0 ) f)]{eH £ _1]m
@ R el (rg AT

o= o){fj R
V
) M
o= oﬂ 0=
B:ﬁ
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Ejemplo: Motor

9]_(0 10], (0), x((k +1)T) = dX(KT) + Tu(kT)
_fj_[o —OJLD}(B] y(KT) = Cx(KT)
0 — T
0]=(1 O)LJ O =e"" T'= _[ e*dt B
o= =L*s1-A)Y :L‘l_ s 0)_(0 1))'] _
t=T - 0 s) \0 -« )
] - (1 1 ]
_ - (5 -1 j _alls sta) || (1 1—9(”/0‘)
0 s+a 0 1 0 -
L t=T I sto )| -
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Ejemplo: Motor

__a—aT T T __aot
q):em:(l 1 eT/oc) F:jeA‘drB:j(l 1 e /a]dT[O]
0 ) \0 ™ B

eOL

3 ﬁ(l e M)/OL E 1 e_“T
F_J‘£ Be—ow ]d OL[ 10( _aTO(, ]

0 —e

Parao =5.108 =500 y T=0.1

_9((k+1)0.1)}: 1 0.078j{9(k0.1)}{ 2.123 jV(kO.l)
o((k+1)0.1) | (0 o(k0.1) | | 39.154

[ 0(k0.1)
_co(kO.l)}

0(k0.1)|]=(1 0)




Un proceso con retardo (de Sa&

transporte)
u: sefial en tanto por uno

ug l T, | T

Y q, T, |
T L, vol i _‘

(-uyg ' Ty
queTe (t) = u(t)queTc T (l_ u(t))queTf — Te (t) = u(t)Tc + (1_ u(t))Tf
WVPETD) _ gpe,T, (1 1)~ ape, T() L

dt v VA ¢

VdT(t _
q dt( ) (T = T)u(t—1)+ T, —T(t) Suponiendo p, c, ctes.
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Mezcla con retardo

uqg l T, | LI
u — (- 1.k ‘ ‘
[ L, vol i _‘
(1-u)g ' Tt
VATO _ 1 _Tyu(t-)+T, - T(t)
q dt q
VT T, , Uy punto de
Ed—tO = (T =T U + T, =T, operacion estacionario
vd A;(t) = (T, - T;)Au(t— 1) — AT(t)
g

AT()=T@®)-T,  Au(t)=u(t)-u,
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Mezcla con retardo

ug | T, T
T
U — {6 1 = |
[ L, vol i ‘
(1-w)g Ty
V dAT(1) L AT() = (T, T )AU(t— 1) = T(s) = e ™(T.-T,) U(s)
q dt —s+1
g
dAT(t) —_ 1 q(Tc _Tf) A . AT —1.AT
- VAT(t) LY. u(t—1) (1) =1.AT(t)
AX() _ ax(t) + Bu(t—1) Modelo con retardo a

dt la entrada
y(t) = Cx(t)
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Retardo a la salida

" e N
{@ > OLT L, vol ‘
[ m
(1-u)q
\q/ d Ad-l;(t) n AT(t) — (Tc — Tf)Au(t) ATm (t + T) = AT(t)
dAT(t) _ g q(T.—T¢) -
- v ATO+——=ault) - AT, (t+7) =1AT(D)
d x(t)

= Ax(t) + Bu(t) Modelo con retardo a
y(t+17) = Cx(t) la salida
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Retardos
y
dx(t)
Tl AXx(t)+ Bu(t—dT) §(t-dT)
u(t)
y(t) = Cx(t)

(K+D)T  (k+d)T

Caso en que el retardo dT (T (k)T

es un multiplo, del periodo

de muestreo T
(k+1)T

X((k+1)T) =e"x(kT) + [eA“TBy(c - dT)do
KT
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Retardos y
Caso en que el retardo dT
es un multiplo, del periodo u(t)
de muestreo T u(t-dT)
KT (k+d)T

(k+1)T

X((k+1)T) =e*"x(kT)+ [eA*IT)Bu(c-dT)do
KT

(k+D)T-oc=1, —-do=dr
(k+1)T
X((K+1)T) =e*Tx(KT) + j e”"do Bu((k—d)T)
kT

X(K+1)T)=®x(KT)+Tu((k—d)T)



Notacion

x((k +1)T) = dx(KT) + Tu(kT)
y(KT) = Cx(KT)

)
O = AT F:IeA"'drB
0

Por simplicidad:

X(k +1) = dx(k) + T'u(k) k se refiere al primer,

segundo, tercer, etc.
y(K) = Cx(K) periodo de muestreo

S&
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Ejemplo: Mezcla

T

q,T

NE e |
o, B o

L, vol

(1-u)q .
Para g=4 I/min, V=10 I, T.=60°C,
T.=10°C, vol=41, periodo = 0.5 min.

4

AATO) __ 9 a7y + 90 =T pyt—ny 122 Z1min
Y Y 1

dt
405 0> 4. 4
D=e"T=e® =0905 TI'= je 0 dv_ (60-10) =4.75
0

T(k +1) = 0.905T (k) + 4.75u(k — 2)



Retardo no multipode T

d’:j(tt) — Ax(t) + Bu(t —dT) /

e

y(t) = Cx(t) u(t) |

T

S&

KT (k+D)T (k+2)T
(k+D)T

X((k+1)T) =e*"x(kT)+ [e*“T9By(c-1)do =
kT

KT+t

= eATx(KT) + j A DT-o)q5 Bu((k —1)T) +
kKT

(k+1)T
+ [erEIT s Bu(KT)

kT+1



kT+t

+1)T) =e"x(KT) + j T} s Bu((k-1)T) + Sa
LS KT

(k+1)T
+ j e DT-9) g5 By (KT)

car?brios devariable: (=kT+1-0, E=(k+1)T-0, dé=-do
X((k+1)T) =e*"x(kT) + eA‘T‘T)jeACdQ Bu((k-1T) + TeAﬁdg Bu(kT)
x((k+1)T) = dx(KT) + Lu((k —Ol)T) + T,u(kT) 0
d=e"" T,= TeA@dg B I= eA(T“)_T[eACdQ B
{x((k+1)T)} _ E(D rl}{ x(KT) }:P}“(m

u(kT) 0 0 |u((k=DT)| | |

x(KT) }

Formato estandar

y(kT) =[C O]L«k—lm
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Modelo de variables de estado

_ El modelo no es unico:
X(k+1)=x(k) + T'u(k) Existen multiples modelos

y(k) = Cx(k) equivalentes entrada-salida
x(k+D)]_(@ 0Yx(W] [T
{v(k +1)} - ( = Gj{v(k)} ’ {H}”( )
k
y(K) = [C O]ﬁgkq La de menor dimension se
denomina realizacion

minima
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Representaciones equivalentes

X(k+1) = ®x(k) +Tu(k) z(k)=Px(k) P invertible
y(k) = Cx(k) x(k) = P*z(k)
Z(k+1) = Px(k +1) = POX(k) + PT'u(k) =
= P®Pz(k) + Pl'u(k)
y(k) = CPz(k)

z(k +1) = |POP ™ |z(k) + [PTJu(k)
y(k) = [CP " |z(k)
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Propiedades

La ecuacion caracteristica det[ AI-A] =0 es invariante en
una representacion equivalente

x(k +1) = dx(k) + Tu(k)
y(k) = Cx(k)

detLl — POP | = det{\PP ™" — POP | = det|PAP* — POP | =

= det|P(11 — ®)P | = det|P|det/il - d|det|P| = det/l - ®

z(k+1) = [POP* (k) + [PTJu(k)
y(K) = [CP™ (k)
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Respuesta temporal

X(k+1) = dx(k) + T'u(k) Condiciones iniciales: x(0)
y(k) = Cx(k)

X(1) = ®x(0) +T'u(0)

X(2) = dx(1) + Tu(l) = ®|®x(0) + T'u(0) ]+ Tu(l) =
= ®*Xx(0) + dI'u(0) + T'u(l)

X(3) = DX(2) + Tu(2) = ®|d°x(0) + Pru(0) + Tu(l) |+ ru(2) =
= ®°x(0) + ®°Tu(0) + ®I'u(l) + L'u(2)

x(K) = ®*x(0) + _kfjcpk”ru(i) y(K) = CD*x(0) + _kicq)k”ru(i)
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Respuesta impulsional pulsada

y(K) = CD*x(0) + _kicq)k-i-lru(i)

(k)
.1 ll‘ll :
o u(k) ° yk) T

e ZOH+Proceso S
T T
Impulso unitarioent =0 Respuesta partiendo de

condiciones iniciales nulas

y(k) = CD*x(0) + _kic:cpk-‘—lru(i) = CO"“'T =h(k)

k-1 _ _
y(k) =Y h(k—i)u(i) Modelo de respuesta impulsional
i=0
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Modelo respuesta impulso

1 h(k)
y(k) = Y h(k—i)u(i) = . l .

=h(k)u(0) + h(k-2u(2) +...+ h(2u(k—2) + h(Yu(k -1) =

k
— Zh(j)U(k— ) Como h(i)=0parai<0 y para
= condiciones inociales nulas: u(i) =0
parai<O0:

y(K) =§h(k—i)u(i) =§h(j>u(k—j)

La salida es una combinacion lineal de valores pasados de la entrada
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Ejemplo: Deposito

h

Ah(K +1) = 0.535Ah(Kk) — 0.062Au(k)

u(k)

A/D

e L t

T=05 |_05

h(k) = CO*'T" =1 0.535“" (-0.062)
u(@=1 u(d=-05 u(3=0,..

y(K) = _kih(k— i)u(i) = h(k) — 0.5h(k — 1) =

—0.062 0.535* +0.031 0.535%



S&

« EJemplo: Motor

RV, "ok +1)} i (1 0.078]{9(10} { 2.123 ]V(k)
§ ok+1)| 0 06 ok (39.154
I | o(k)
OH 6(k)]= (1 O)L)(k)} T =0.1sg
Amol R L Calcular la
mp | respuesta temporal

en posicion, desde

el reposo, a los dos
(Dj pulsos de tensién de

entrada
Encoder 9(k)



Ejemplo: Motor

o(k+D]_(1 0.078Y0(K)], (2123,
_m(k+1)}(o 0.6 j{m(k)}+(39.154j (k)

6(k)]= (1 O){e(k)}

o(k)

1 0.078\"( 2.123
h(k)=Cd*'T'=(@1 0)
0 06 39.154

u@=1 u(@®=2 u(3=0,..

y(K) = _kih(k— i)u(i) = h(k) + 2h(k —1)

S&



Respuesta salto
1 1 '
i » Proceso = | ‘ ‘
9o=0
t Impulso = diferencia de dos saltos

t h _g' gjl

y(t) = Zh u(t—J)= Z(g,—g,l)u(t )) =

S&

t

retrasados un periodo de muestreo T

—glu(t 1)M+g2u(t 2)-g;u(t—2)+g,u(t—3) - g,u(t—3)+.....
=g, (U(t-1) -u(t-2))+9, (U(t-2) - u(t-3)) + g, (u(t—3) —u(t—4)) +...=

=g,Au(t-1)+g,Au(t—2)+g,Au(t-3) +
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Modelo de respuesta salto

g.
1 1 1.9 J
¢ 1 Proceso - g% ‘ ‘ ‘ t

|
0p=0

y(t) = ig,—Au(t—j)

La salida es una combinacion lineal de cambios de valores
pasados de la entrada

-1

A=1-q
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Operador desplazamiento g

q-z(k) =z(k-1) gz(k) = z(k +1)
x(k +1) = gx(k) = ®x(k) + Tu(k)

[q1 - ® x(K) = Tu(k)

x(k) = [ql - @] Tu(k)

y(k) = Clgl — @] 'Tu(k)

(k) C[ |—CD] r b qm+b1qm_1+---+bm_1ql+bm
u(k) N Q" +a g +..+a q +a,

|

Funcion racional de g
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Funcidn de tranferencia pulsada

m m-1 1
y(K) = Cql - @] Tu(ky = 2904+ % Dy sG +D
9"+a,q"" ' +...+a, 0 +a,

m (k) =
_q"[bg" +b,g" " +...+b, " +D,]
q—n[qn +a1qn—l+...+an_lq1+a ]

—(n-m) -1
q (b0‘|‘b1q +"'+bm 1q _|_bmq )u(k)

n+1

1+ alq‘l +..+a .0 " +aq"
d=n-m

u(k) =

y(k) _ B(q ) U(k) q (bO + blq_ +...+ bm—lq —|— bmq ) u(k)

n+1

A(q ) 1+a1q‘1+,_+an_lq— +a q
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Funcidn de transferencia pulsada

B(q™ (b, +bg "t +..+b g "
y(k): (q_l) u(k):q (0_1 1q = mq -
A(QT) 1+a,09 +a,9°+..+a.0
Aq7)y(K) = B(a)u(k)
(L+ag™ +a,q72. +a,g™)y(k) =q (b, + b,g™ +...+-b,q ")u(k)
y(k)+a,y(k-1)+a,y(k-2)+...+a, y(k—n) =
bu(k—-d)+bu(k—d-1)+...+b_u(k—d—-m)
y(k) =-ay(k-1)-ay(k-2)—..—a,y(k—n) +
+bu(k—-d)+bu(k—d-1)+...+b_u(k—d—-m)

) u(ky

La salida es una combinacion lineal de valores pasados de
la salida y de la entrada al proceso
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Polos y Autovalores

_B(g™) B PR E _
y(k)_A(q_l)u(k)—C[ql O Tu(k) =

_ ~adijgl -]

=C det[q| —CD]Fu(k)

B(q™)

A@Q™)
o sea los autovalores de @

son las raices de det|ql —®|=0

Puede haber mas autovalores que (/q/OfS(q —0.7)

polos en una realizacion no minima (q/—M)'(q ~0.5)(q-0.1)
por cancelacion ceros-polos
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Ejemplo: Deposito

o AR((K +1)0.5) = 0.535Ah(k0.5) — 0.062Au(k0.5)
v(K) = Bi?]l;u(k) Clal - ] Tu(k) =
F
%m - —~1[q—0.535]*(~0.062)u(k) =
oe _ 0062 0 002"
q 0.535 1-0.535q

Polo = Autovalor = 0.535
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Ejemplo: Motor

O(k+1)|_(1 0078 6(k)] (2128)
_@(k+1)}(o 0.6 j{m(k)}+(39.154j (k)

Ampl

: O(k
6()]= 0){m((k))

} Autovalores: 1, 0.6

_B(g™) _ PR _
y(k)—A(q_l)u(k)—C[ql @[ Tu(k) =

ol e

- 2.123q7 +1.792q°

o _ 2.2123q +1792 (k) — - (k)
-) T q7-16q+06 1-1.6q ' +0.6q
Encoder
0(k) Polos g°- 1.6+ 0.6 =0

g=1, 0.6



Realizacidon de FT

Dada la funcion de transferencia:

B(q™ o, +bgt +...+b_ g™ +b g "
y(k) — (q _1) U(k) — q ( 0 1?1 m—icntl _rr;lq ) U(k)
A(q) 1+aq9 +..+a,,  +a.0

Encontrar un modelo en variables de estado que sea
equivalente entrada - salida

x(k +1) = Ox(K) + Tu(k)
y(k) = Cx(k)

S&
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Forma canonica observable

(k)_B(q‘l) u) = (b, +b1q ot by 1?;1 mq ") u(k)
A(q™) l+a,q*+..+a ., " +aq”"
—a, b1
—a, I b,
z(k+1)=| z(K)+| : |u(k)
—d, bn—l
-a, 0 0 -+ 0 b,

y(k)=L 0 0 - 0)z(k) /

Los b; para J < d se consideran nulos
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Forma canonica controlable

B(g™ b, +bg*+..+b_.q
y(k)— (q )U() q ( lq ml(irl mq ) (k)
A@Q™) l+a,q +..+a,,0"" +a,q"
-a, —a, - —a ;| —a, 1
0
2(k+1) = | 0 |z(k)+| 0 |u(k)
0 0

y()=(b, b, - b, b)z(k

Los b; para J < d se consideran nulos
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212307 +1.792q 2
uk) =~ 1?3 1 06CL
z(k+1) = I 0 [z(k)+]| 0 |u(k) —1.0¢q "+ 0.bq

: : 1.6 -0.6 1
0 0 Z(k+1):£ 1 0 jz(k)+(ojV(k)

0(k) =(2.123 1.792)z(k)

u(k)

y(k):(bl bz bn—l bn)Z(k)

Autovalores: Polos:

det[Al —@]=0 g°-1.60+0.6=0
A 0) (16 —-06) |A-16 0.6 0 q=10.6

or) L1 o)\ -1 )

M —-161+06=0 = A1=10.6
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Observabilidad

X(k+1) = dx(k)+Tu(k) Es observable si a partir de

k) = Cx(k medidas de la entrada y la
y(k) = Cx(k) salida en N instantes de
y(0) = Cx(0) tiempo se puede calcular el

y(1) = Cx(1) = CPx(0) + C'u(0) estado Inicial x(0)

y(2) = Cx(2) = Cdx(1) + CT'u(l) = Ch|[dx(0) +T'u(0)]+ Cru(l) =
= C®*x(0) + COI'u(0) + Cru(1)
y(N-1) :m(.:x(N -1 =
= CO"*'x(0)+ CO"*Tu(0) +...+ COr'u(N -1) + Cl'u(N - 2)



Observabilidad

En forma matricial:

- y(0) |
y(1)

Y(N-1)

LLa condicion de

C
Co

existencia de solucion

para este sistema en las
n componentes de x(0)

es.

X(0) +

0
CI'u(0)

' CO"*u(0)+...+ Clu(N-2)

rango

C
CD
Ch*

Matriz de

S&

observabilidad



rango

O(k+1)]
_oo(k+1)} -

o(k)]= (1 O)FM}

C
Cd
Ch*

Co"?

E

Ejemplo

0.078Y 0] (2123,
0.6 j{co(k)}+£39.154j (

o(K)

=27 rano1
= / g 1

0
0.078

k)

}2

S&

Motor CC

¢ ES observable?

Observable
con 2
medidas
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Controlabilidad

x(k +1) = ©x(k) + Tu(k) Es controlable si existe una
secuencia finita de controles

y(k) = Cx(k) u(0), u(1),...,u(N) capaz de
hacer evolucionar el sistema
desde cualquier estado inicial
X(0) a cualquier x(N)

X(1) = ®x(0) +T'u(0)
X(2) = ®x(1) + Tu(l) = ®[dx(0) + Tu(0) |+ Tu(l) =

= ®*x(0) + ®T'u(0) + T'u(1)

X(N) = ®"x(0) + ®"'Tu(0) +...+ DI'u(N - 2) + T'u(N -1)



S&

Controlabilidad
X(N) =d"X(0) + d" " Tu(0) +...+ ®DI'u(N —2) + Tu(N -1)
u(N-1)
x(N) = @"x(0)+ [ @r o] U(N =2)
(Nx1) u(0)
(n x N) 3((:: _;)) (nx 1) n ecuaciones y
r o - o] . 7 |=x(N)-o"x(0) N incognitas,
- para que tenga
u(0) solucion:
rango | @ ®"'T|=n Condicion de

controlabilidad
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Ejemplo

O(k+1)] (1 0.078) (k) L[ 2123 V) Motor CC
ok+1)| \0 06 J|ok)| (39.154

_ o(k ¢ ES controlable?
ol o) 200

1 2.123 5.177
rango[l“ or - D F]=2? rango =2
39.154 23.492

Controlable con 2
acciones de
control
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Realizacion minima

x((k +1)T) = dX(KT) + Tu(kT)
y(KT) = Cx(KT)

Una realizacion que es completamente observable y
completamente controlable se denomina realizacion minimay
corresponde a aquella realizacion equivalente entrada-salida de
menor dimension del estado
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t & KT

i x((k +1)T) = ®x(KT) + Tu(kT)
qp B y(KT) = Cx(KT)
—> -
y =Cx+Du O =e”' F:jeATdrB
? 0

Dado un modelo lineal discreto no siempre puede encontrarse un
sistema lineal continuo equivalente, o puede que haya muchas
soluciones. Procedimiento: resolver T

O =e?' F:j‘eAtdrB

0
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